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Устойчивость градиентного алгоритма в терминах гарантирован-

ных оценок означает выделение класса задач, для которого при “малых” 
возмущениях параметров задачи (в частности,  кривизны допустимой об-
ласти), гарантированные оценки для возмущенных задач не ухудшаются. 

Основной целью настоящей работы  является установление устой-
чивости  градиентного алгоритма покоординатного подъема в терминах 
кривизны  допустимой области.  

Отметим, что это работа является расширенным вариантом статьи 
[1]. 

Пусть nZ +
nR+( ) - множество −n мерных неотрицательных целочис-

ленных (действительных) векторов и nZP +⊆ .  
Будем в дальнейшем считать, что множество P  обладает свойст-

вами: 

;)0,...,0(0)(
;)(

Pii
Pi

∈=

∞<
 

 PxzZzxiii n ⊆≤≤∈= + }0{],0[)(  для любого Px∈ . 
 Множество удовлетворяющии условия )) iiii − как обычно (см., 
напр., [2]), будем называть конечное порядково-выпуклое множество с 
нулем. 

Введем следующие обозначения: 
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),,...,,1,,...,()( 111 niiii xxxxxx +−
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}.,)(1{),(},),0(max{)( PxPxniPxfesPxxhPhh i ∈∈≤≤=∈== +π  

Кривизной множества nZP +⊆  называется число (см.. напр., [2]):    

,)0,...,0(0,:
],0[(

]),0[(min)(




=≠∈




∩
∩

= + xZx
xPh

xPlP nθ  

где  
}),(:{},:)(min{)( maxmax ∅=∈=∈= PxfesPxPPxxhPl . 

Пусть )( nZ +ℜρ  -  класс ρ -координатно-выпуклых функций на nZ +   [2, 3], 

т.е. класс таких функций RZf n →+:  (где R - множество действительных 
чисел), что выполняются неравенства 

,,},,...,2,1{,,0)( jiZxnjixf n
ij ≠∈∀∈∀≤∆ +  

,},,...,2,1{,)( n
iii Zxnixf +∈∀∈∀−≤∆ ρ  

где 
},,...,2,1{,),())(()( njixfxfxf ijiij ∈∀∆−∆=∆ +π  

},...,2,1{),())(()( nixfxfxf ii ∈∀−=∆ +π , n
n R+∈= ),...,( 1 ρρρ . 

 
§ 1.  Постановка  задачи 

 
Рассматривается следующая задача A  выпуклой дискретной оп-

тимизации: найти 
}),...,()(max{ 1

n
n ZPxxxxf +⊆∈= , 

где −ℜ∈ + )(),()( xfZxf n
ρ неубывающая функция на множестве P ,  P  - 

порядково-выпуклое множество.  
Пусть ),...,( **

1
*

nxxx =  - оптимальное решение задачи A , т.е.                   
})(max{)( * Pxxfxf ∈= . 

 Через ),...,( 1
g
n

gg xxx =  -  обозначим  градиентное решение задачи 
A , т.е.  gx  - точка из P , полученная с помощью следующего градиентно-
го алгоритма  покоординатного подъема (см., напр., [2, 3]): 
 

),0,...,0(0,...,1,0, 0
)(

1 ==== ++ xtx ti
t π  

)},,(:)({maxarg)( Pxfesixfti tt
ii

∈∆=  
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заканчивающего свою работу на шагу τ , если 0)()( ≤∆ τ
τ xfi  или 

∅=),( Pxfes τ . 
Под гарантированной (относительной) оценкой погрешности гра-

диентного алгоритма решения задачи A , как обычно, понимают такое 
число 0≥ε , что 

ε≤
−
−

)0()(
)()(

*

*

fxf
xfxf g

 . 

Пусть )(δε  и  ε  соответственно гарантированные оценки возму-
щенной  задачи δA и исходной задачи A . Градиентный алгоритм покоор-
динатного подъема назовем устойчивым (см., напр., [3])  для задачи A , 
если  

εδδε )()( K≤ , 
где 1)( →δK  при 0→δ .  

 Пусть )(δε  и  ε  соответственно гарантированные оценки возму-
щенной  задачи δA и исходной задачи A . Градиентный алгоритм покоор-
динатного подъема назовем не устойчивым для задачи A , если  εδε >)( . 
 По существу устойчивость (не устойчивость) градиентного алго-
ритма в терминах гарантированных оценок означает выделение класса 
задач, для которого при “малых” возмущениях параметров задачи (в ча-
стности,  кривизны допустимой области), гарантированные оценки для 
возмущенных задач не ухудшаются (ухудшаются). 

Основной целью настоящей работы  является установление устой-
чивости  градиентного алгоритма покоординатного подъема для задачи 
A  в терминах кривизны  допустимой области.  

 
§ 2. Основные результаты 

 
 Пусть )(δP  порядково-выпуклое множество и выполняются сле-
дующии условия: 

).())(().2
);().1

PP
PP

θδθ
δ
≥

⊆
 

 Возмущение задачи  A  определим следующим образом: 
 

)}(:)(max{ δPxxf ∈  
и назовем эту задачи )(δA . 
 Теорема 1. Множество задач )(δA не пусто. 
 Доказательство. Для доказательства теоремы 1 достаточно пока-
зать, что ∅≠)(δP .  
Пусть   
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
m

i
iPP

1=

= , 

где  
},...,1),()(,0)0(,0)(:},...,({ 1 miZxggxgZxxxP n

qiii
n

ni =ℜ∈−≤≤∈== ++ , 

)(xgi  - неубывающии функции, 0...,),...,( 211 >+++∈= + n
n

n qqqRqqq . 
Предположим, что 

},...,2,1:)({max)( mixgxg iik == . 

Покажем, что kPP ⊆ . 
 Пусть 

Pzzz n ∈=∀ ),...,( 1 . 
Тогда  
                                     },...,1{,),...,( 1 miPzzz in ∈∀∈= .  
Учитывая, что  
                    },...,1{},,...,2,1:)({max)()( mimizgzgzg iiki ∈∀==≤ , 

имеем  
},...,1{, miPP ki ∈∀⊆ . 

Поэтому  


m

i
ki PPP

1=

⊆= . 

В силу определение кривизны, находим )()( PPk θθ ≥ . Другими словами, 
выполняются условия 1) и 2). 
Поэтому в качестве )(δP  можно взять множество kP .  
Теорема 1 доказана. 
 Теорема 2. В условиях 1) и 2) задача A  устойчиво в терминах га-
рантированных оценок. 

Доказательство. Пусть ε  и )(δε  соответственно гарантирован-
ные оценки градиентного алгоритма для  задачи A  и )(δA .  Из теоремы 
1 [2], имеем 

))((1
1)(,

)(1
1

δθ
δε

θ
ε

PP +
=

+
= . 

Отсюда с учетом условие 2), находим 
εδε ≤)( , 

т.е. градиентный алгоритм в задаче A  в терминах гарантированных оце-
нок устойчив.  
Теорема 2 доказана. 
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§ 3. Замечание. Примеры 
 

Замечание. Условие 1) и 2) являются достаточным, но не необхо-
димым. 

Действительно, пусть εδε <)( . Тогда очевидно, что 
)())(( PP θδθ > . Покажем, что условие 1) могут и  не выполнятся. Для 

этого построим соответствующий пример. 
Пример 1. Пусть 

}33:),{( 21
2

21 ≤+∈= + xxZxxP , 
т.е. 

)}3,0(),2,0(),0,1(),1,0(),0,0{(=P  
и 

}22:),{()( 21
2

21 ≤+∈= + xxZxxP δ , 
т.е. 

)}2,0(),0,1(),1,0(),0,0{()( =δP . 
Рассмотрим задачи (1): 

}),(:67),(max{ 212
2
21

2
121 Pxxxxxxxxxf ∈=+−+−=        (1) 

и задачи (2): 
)}(),(:67),(max{ 212

2
21

2
121 δPxxxxxxxxxf ∈=+−+−=    (2) 

Очевидно, что  
)(3/12/1))(( PP θδθ =>= . 

Легко найти, что на множество P  для задачи (1) соответственно гради-
ентное и оптимальное решение (их обозначим соответственно g

Px и *
Px )  

являются )3,0(),0,1( * == P
g
P xx . 

Аналогично, для задачи (2) на множество )(δP  градиентное и оптималь-
ное решение (их обозначим соответственно g

Px )( δ и *
)( δPx )  являются 

)2,0(),0,1( *
)()( == δδ P

g
P xx . 

Поэтому,  если обозначить соответственно гарантированные оценки для 
задачи (1) и (2)  через ε   и )(δε , то имеем 

3
1

9
69

)0()(
)()(

*

*

=
−

=
−
−

=
fxf

xfxf

P

g
PPε , 

4
1

8
68

)0()(
)()(

)( *
)(

)(
*

)( =
−

=
−

−
=

fxf
xfxf

P

g
PP

δ

δδδε , 

εδε <)( . 
Поэтому задача  (1)  в терминах гарантированных оценок устойчиво. Но 
очевидно, что )(δPP ⊄ , т.е. условие 1) не выполняется. 
 Пример 2.  Пусть 
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}22:),{( 21
2

21 ≤+∈= + xxZxxP , 
т.е. 

)}2,0(),0,1(),1,0(),0,0{(=P  
и 

}35.1:),{()( 21
2

21 ≤+∈= + xxZxxP δ , 
т.е.  
                              )}3,0(),2,0(),1,0(),0,2(),0,1(),0,0{()( =δP . 
Рассмотрим задачи (3): 

}),(:52/7),(max{ 212
2
21

2
121 Pxxxxxxxxxf ∈=+−+−=     (3) 

и задачи (4): 
)}(),(:52/7),(max{ 212

2
21

2
121 δPxxxxxxxxxf ∈=+−+−=  (4)  

Очевидно, что  
)(),(2/13/2))(( δθδθ PPPP ⊂=>= . 

Легко найти, что на множество P   для задачи (3)  соответственно 
градиентное и оптимальное решение (их обозначим соответственно g

Px и 
*
Px )  являются )2,0(),0,1( * == P

g
P xx . 

Аналогично, для задачи (4) на множество )(δP  градиентное и оп-
тимальное решение (их обозначим соответственно g

Px )( δ и *
)( δPx )  явля-

ются )3,0(),0,2( *
)()( == δδ P

g
P xx . 
Поэтому, если обозначить соответственно гарантированные оцен-

ки для задачи (3) и (4)  через ε   и )(δε , то имеем 

4
1

8
68

)0()(
)()(

*

*

=
−

=
−
−

=
fxf

xfxf

P

g
PPε , 

21
1

5.10
5.0

)0()(
)()(

)( *
)(

)(
*

)( ==
−

−
=

fxf
xfxf

P

g
PP

δ

δδδε , 

т.е. εδε <)( . 
Поэтому задача  (3) в условиях 1) и 2) в терминах гарантирован-

ных оценок устойчиво. 
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QRADİYENT ALQORİTMİN MÜMKÜN HƏLLƏR ÇOXLUĞUNUN ƏYRİLİYİ 

TERMİNİNDƏ DAYANIQLIĞI  
 

Ə.B. RAMAZANOV  
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə mümkün həllər çoxluğunun əyriliyi terminində qradiyent alqoritmin 
dayanıqlığı alınmışdır.  

 
Aşar sözlər: dayanıqlıq, alqoritm, əyrilik, qabarıq, qradiyent 
 
 
  

STABILITY OF GRADIENT ALGORITHM UNDER THE TERM OF 
CURVATURE ADMISSIBLE DOMAIN OF SOLUTIONS 

 
А.В.RAMAZANOV  

 
SUMMARY 

 
In this paper stability of the gradient algorithm under the term of curvature admissible 

domain of solutions is  found.  
 
Keywords: stability, algorithm, curvature, convex, gradient 
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